Math avancée

Exercice 0.1 Simplifier les expressions suivantes
— loga(alogpb?®),
— loga (2t + 32% + 2) + loga(z* + 52? + 6) — 4 % loga (Va2 + 2),
— logr(1 — cosx) + logr(1 + cosx) — 2log, sinx.

Solutions :

loga(a logbe) = loga(a2logyb)
= loga(2a) = logaa + log,2

=141log,2=1+

logaa”

loga(x* + 327 4 2) + loga(x* + 527 4 6) — 4 ¥ loga (Va2 + 2) = loga(x? + 1)(2? + 2) + loga(2® + 2)(2* + 3)
— 2% loga(x? + 2)
~ log, <(J’2 + 1) (a2 +2)%(2? + 3))
(22 4 2)?
= loga(z? +1)(z% + 3)
= loga(x* + 42” + 3).

logx(1 — cosx) + logx(1 + cosx) — 2log, sinx = log,(1 — cosx)(1 + cosx) — logy sin®

= logr(1 — cos® ) — log, sin® x

1—cos?x sin? z
=logr | ——— ) =logz | —
sin® x sin® x

=log,1 =0.

Rappels: 0.2 1. a® =b, x=log.b.
2. al°9:* =z et logsa=1.
3. logeb 1

= logya”

logac

4. logac = logab x logyc et logpe = 75327

Exercice 0.3 Résoudre pour x les expressions suivantes :

— logsx = 6.
— logh = 6.
— V=7



o 223: — 5a:+1_
— 2xlogsx + loggx = 10.

Solutions :
— Noter que logsz = 6 implique que x = 5'°95% = 56 = 15625.
— Noter que log,5 = 6 implique que f;’g—ig;‘ =0, alors log105 = 6xlogioz et logipx = %109105.

Finalement x = 10509105 — 100-116495 — 1 30766,
— L’équation V2 =7 peut étre écrite comme loglozzr\/§ = log107 ou V2logiox = logioT et
1
logior = J5logioT donne x = 1073'°7°T = 100597575 — 3.9589.

— L’équation 22® = 51 peut étre écrite comme 2xlog102 = (z + 1)log105 ou zlog102? —
zlog1pb = log1pb et z(logiod — log105) = log1pd produit xlogm% = log10d résulte en
r = —7.21257.

— Dans 2logsz + logex = 10, le terme logor = 0BT — logsz

. logs9 ~— 2logs3
logox = 2logzx+ %loggx =10 et 5logsx = 10 ou logzx = 10% = 4. Cette derniére implique
que logzz =4 ou x = 3* = 81.

= %loggw d’ot on a 2logzr +

0.1 Evaluation des sommes d’entiers
Remarquer que la somme S des premiers n entiers positifs est
= 1
S = ,=1+2+3+--- = = 1).
; i=14243+-+n=znn+1)

Pour voir cela, écrivons cette somme de deux manieres différentes comme suit :

S = 142434+--+(n—-1)+n
S = n+n-1)+n-2)+---+2+1
28 = (+D)+m+D)+m+D+--+n+1)+(n+1)
= n(n+1)
D’ou,
1
Szin(n—i—l).

Théoréme 0.4 Formules des sommes d’entiers :
1. S=3" 1=141+1+---4+1=n
n termes
2.8=3" i=14+2+43+ - +n=1inn+1)
8. 8=3"12=12422432+ .. 4n?=in(n+1)(2n+1)
4. 8= rt=14r+ri+. 4l = ’"n__ll pour r % 1.

T

Preuve : La formule (1) est évidente, la somme de n uns est n. La preuve de la formule (2) est
donnée en haut. Pour démontrer la formule (3), rappelons les expressions

(a+0)® = a® + 3a®b + 3ab® + V*
a® =02 = (a—Db)(a® + ab+ b?),

et on écrit n copies de l'identité

(k+1)% — k3 =3K> + 3k + 1,



une pour chaque valeur de k de 1 a n, et les additionner :

23 13
33_23
43— 33

n® +3n% +3n

alors

3x124+3x1+1
3x224+3%x2+4+1
3x324+3%x3+1

3x(n—1)2+3x(n—1)+1
3xn?+3xn+1

3*Zi2+3*2i+21
i=1 i=1 i=1

n
S*Zi2+gn(n+1)+n

i=1

n
3
3*Zi2:n3+37L2+3n—§n(n+1)—n

=1

3
=n®43n? +2n — §n(n +1)

=n(n?+3n+2) - gn(n—i— 1)

n

=1

Zi:) = %n(n+ (n+2)— %n(n +1)

= %n(n +1)[2(n+2) — 3

1
= En(n +1)(2n +1).

Pour démontrer la formule (4), on prend S = "1, r*=1 et on la multiplie par r puis on soustrait

du résultat S pour avoir

n n
rS—Szrg r”_l—g rit
i=1 i=1

(r—1)8 = ir” - iri_l
=1 i=1

=+ ) = (A r e

= (" -1)S.

Ainsi,




X Zo X1 i) In
Y[l Y | Y1 Y2 ] | Yn

TABLE 1 — Données d’interpolation

Exemple : Evaluer l'expression Y ,_ ., (6k% — 4k +3), o0 1 <m < n.
Solution : Noter que

n

Z(6k2—4k+3):6ik2—4ik+3i1
k=1 k=1 k=1

k=1
1 1
= GEn(n +1)(2n+1)— 4§n(n +1)+3n
=2n3 4+ n? + 2n.

D’ou,
> (6k% — 4k +3) =) (6k* —4k+3) — > (6k% — 4k +3),
k=m+1 k=1 k=1

= (2n3 4+ n? +2n) — (2m> + m? 4+ 2m).
Exercice 0.5 Démontrer que S =Y 1" i = in(n+1) utilisant n copies de Uidentité (k+1)% —
k2 = 2k + 1, une pour chaque valeur de k de 1 & n, puis par induction.
0.2 Interpolation polynomiale

Supposons qu’on a une table de (n 4 1) points (z;, y;) de données, voir la table 1 et on
cherche un polyndme p de plus petit dégrée possible pour lequel p(x;) = y; pour 0 <i <n. Un
tel polynome est appelé le polynéme d’interpolation des données.

Supposons qu’on a un polyndéme pi_; de dégrée plus petit ou égale a k — 1 avec pr—1(z;) =
y; pour 0 < i <k — 1. On veut construire un polynéme p; de la forme

pr(x) = pr—1(2) + c(x — x0)(x — 21) -+ - (¥ — 2p—1).
Ce dernier est un polyndéme au plus de dégrée k. p; interpole les données que py_1 interpole, car
(i) = pr—1(x;) = y; pour 0 <i <k — 1.

Maintenant, on détermine les coefficients ¢ inconnus & partir de la condition pg(xg) = yg. Ceci
mene a 'équation

Pr—1(xr) + c(ar — xo)(xp — 21) - (T — Th—1) = Yk~

0.2.1 Interpolation polyndémiale de Newton

Remarquer que chacun des polynémes pg, p1, ..., pn construits précédemment a la propriété
que chaque py est obtenu en ajoutant un seul terme & pr_1. A la fin du processus, p,, serai une
somme de termes, et chacun de pg, p1, ..., Pp—1 apparaitra dans I’expression de p,. Chaque pg
a la forme



pr(x) = co + c1(x — xo) + ca(x — xo)(x —x1) + - + ez — x0) -+ - (& — p—1)
k i—1
= Zci (v — x5)
i=0 =0

On adopte la convention que H;nzo(x — ;) = 1 chaque fois que m < 0. Noter que

po(z) = co
p1(z) = co + c1(x — xo) = po(z) + c1(z — o)
pg(l’) =co + Cl(ZL' — .’ﬂo) + Cz(.’L’ — Jo)(.L' — :L'l) = pl(.’ﬂ) + CQ(ZL’ — .L'o)(yL — .’ﬂl)
etc. Ces polyndmes sont appelés les polynomes d’interpolation sous la forme de Newton. Pour

évaluer py(z), on suppose que les coefficients cg, c1, ..., ¢, sont connus, une méthode efficace
appelée I'algorithme de Horner. Il peut étre expliqué comme suit :

ki1
u = Zci de =cg + c1do + cadody + - - - + cpdody - - - dp—1
=0 j=0

= (- (((er)dr—1 + ck—1)dp—2 + cp—2)dr—3 + - -~ + c1)do + co
L’algorithme pour calculer u peut étre développé comme suit :

Uk < Ck
Uk—1 — Ukdp—1 + Cr—1

Up—2 < Uk—1dg—2 + CL—2

ug < urdo + ¢g

Puisqu’on a besoin seulement de ug, on peut écrire d’une maniére algorithmique les étapes
suivantes :

U < Ck

pour i = k—1a 0 pas — 1 faire

u—uxd; + ¢

fin faire

Pour une valeur précise ¢t de x, on utilise 'algorithme suivant pour obtenir u = p(¢)
U <— Ck,

pour i = k—1a 0 pas — 1 faire

uux(t—x;)+¢

fin faire

Les coefficients ¢; peut étre obtenus utilisant ’équation suivante :

o = Yk — Pe—1(Tk)
(g —xo)(wp — 1) - (Th — Th—1)
Un algorithme pour le calcul de cg, ¢1, ..., ¢, utilisant les données de la table 1 est :

Co < Yo
pour k =0 a n faire



d(—xk—xk_l

U 4 Cl—1

pour i = k — 2 a 0 pas — 1 faire
u ux(xp — ;) +¢

d < dx* (xp — ;)

fin faire

ek (yp —u)/d

fin faire

Cette méthode est bonne, mais une procédure plus efficace pour calculer les coefficients cg, c1, ..., ¢,

existe et utilise les différences divisées.

0.2.2 Interpolation polynémiale de Lagrange

Etant donnée la table 1, il est important de comprendre qu’il y’a un et seulement un polyndéme
d’interpolation de dégrée plus petit ou égale a n 4+ 1 associé avec les données. On suppose que
les n + 1 abscisses des données sont distinctes. Mais, la possibilité d’exprimer ce polynéme sous
différentes formes et par différentes approches existe. Prenons

p(z) = yolo(2) + y1li(z) + - + ynln( Z Yilk(x
Ou lg, l1, ..., I, sont des polyndémes qui dépendent des noeuds o, T1, ..., Tpn, Mais pas des
ordonnées g, Y1, - - ., Yn. Puisque toutes les ordonnées pourraient étre 0 sauf pour un 1 occupant

~ieme

la ¢ position, on peut voir ceci

dij = pn(z;) Zyklk (@) = Okili(x;) = Li(x).

k=0
Le delta de Kronecker est défini comme

G {1 st k=i
MZY0 si ki

On peut facilement arriver a un ensemble de polyndémes ayant cette propriété. Prenons ly. Ce
dernier est un polynéme de dégrée n qui prend la valeur 0 a z1, zs, ..., Ty, et la valeur 1 a xg.
II est clair que [y doit avoir la forme

lo(x) =clx —x1)(x —a2) - (& — ) = H (x — zj).

La valeur de ¢ est obtenue en prenant x = xy pour que

n

1= cH(xo — ;)

j=1
et
n
c= H(:co — ;)
Jj=1
D’ou,



w[5] 7] 6] 0
y [T [ -23 | 54| -954

TABLE 2 — Données d’interpolation de 'exemple 1

Chaque [;(x) est obtenu d’une maniére similaire, et la formule générale est

n
T — T )
lq;(ac):H L o0<i<n.
=1 XTq — Ty
Pour I'ensemble des noeuds zg, x1, ..., Tn, ces polynémes sont connus comme les fonctions car-
dinales. Ainsi, I’expression
n
= yiln(z)
k=0

avec

li(x):H i 0<i<n

=1 €T; — :L'j

constituent I'algorithme d’interpolation polynémiale de Lagrange.

Exemple : Supposons qu’on a la table 2. et on cherche un polynéme p de plus petit dégrée pos-
sible pour lequel p(z;) = y; pour 0 < i < 3. Le polynéme obtenu par la méthode d’interpolation
polynomiale de Newton est

p3(x) =1+2(x—=5)+3(x—5)(x+7)+4(x —5)(z+ 7)(x + 6).

Les fonctions cardinales de la méthode d’interpolation polynémiale de Lagrange sont

zo(x)z% (e + 6)(@ +7)

o) = DR Laa - 5)(w +6)

I (z) = (_6(:)8(2122” 5= —6—1690(95 _5)(a+7)

I (z) = ((98 = ggig I ggig; - —2—10(95 —5)(z+7)(z +6)

Le polyndéme d’interpolation polynémiale de Lagrange est alors
p3(x) = lo(x) — 2311 (x) — 5dla(x) — 954i5(x).

Si on prend z = x; pour 0 < ¢ < n dans le polynéme de Lagrange,

p(x) = yolo(x) +y1la (@) + - + ynln( Z Yl (z



on obtient les n + 1 linéaires équations suivantes :

lo(xo) li(wo) -+ Iln(wo) Yo p(xo)
olr) lLi(zr) - lp(ar) n B p(x1)

La matrice des coefficients se réduit & une identité I donnant la solution y; = p(z;) pour 0 < i < n.
Puisque seulement un polyndéme d’interpolation peut exister pour les n + 1 points distincts
g, T1, ..., Tp, on a un polyndéme de dégrée au plus n :

p() = 3 plan)is@).
k=0

0.2.3 Différences divisées

Prenons f une fonction dont les valeurs sont connues ou calculables & un ensemble de points
(noeuds) xg, x1, ..., Tn. On suppose que ces points sont distincts. On sait qu’il existe un unique
polynoéme de dégrée au plus n qui est un polyndéme d’interpolation de f aux n + 1 noeuds. c’est
a dire,

p(x;) = f(x;) pour 0<i<n.

Prenons la méthode d’interpolation polynémiale de Newton avec :

qo(z) =1

q1(z) = (z — o)

g2(w) = (x — wo)(x — 1)
(z) = (v — o) (a

Celles ménent a la forme de Newton
p(z) = ch%(ﬂﬁ)'
k=0

Le probléme alors est de déterminer les coefficients ¢;. Mais, on sait que p(x;) = f(x;) pour
0 <7< n. Alors,

plas) = 3 erar(@i) = flai) pour 0<i<n.
k=0

Sous la forme matricielle, on a

qo(o) 0 0 e 0 o f (o)
qo(r1) qi(z1) O o 0 ol f(z1)
o) @) o gl ] Lo f(an)



Remarquer que la matrice

1 0 0 0
1 qi(z1) 0 0
1 @ (xn) q2($n) T Qn(xn)

est une matrice (n + 1) x (n 4 1) triangulaire inférieure, parce que

k—1
ar(z) = || (z — ;)
j=0
k—1
qe(zi) = [[(xi—2;) =0 si i<k-—1.
j=0
Prenons f[xg, x1, ..., T, le coefficient de 2™ dans le polynéme de dégrée au plus n qui est 'in-
terpolation de f & xo, 21, ..., . Les expressions f[zo, 1, ..., ;] sont appelées les différences

divisées de f. Premiérement, f[zo] le coefficient de 2 dans le polynéme de dégrée 0 qui est
I'interpolation de f & xg. Alors, on a

flwo] = f(xo).

La quantité f[xo, z1] le coefficient de 2 dans le polynéme de dégrée au plus 1 qui est I'interpolation
de f a xg et x1. Puisque le polyndéme est

f(x1) = f(@o)

1 — X0

p(x) = f(zo) + (x — o).

On voit que le coefficient de g (z) est

floo, ] = L= L00)

Le polynoéme d’interpolation est
p(x) = f(xo) + flxo, x1](z — x0).

L’interpolation polynoémiale de Newton prend alors la forme suivante :

n n k—1
p(il?) = ZCka(ff) = Zf[w()a L1y ovny .CCk] H(:C - :Cj)
k=0 k=0 j=0
Les différences divisées satisfont 1’équation
f[:rOa L1y ovny .an] - f[SCO, L1y «vy xn—l]

f[xlawZa'“axn]: .
Tn, — Z0

Si une table des valeurs d’une fonction (z;, f(z;)) est donnée, on peut l'utiliser pour construire
une table des différences divisées

o f[il?o] f[wOawl] f[x()axlaxQ] f[:rOawlaw27x3] f[xovxlawZawl)nwél]
f

xy flea] | fler, o] fle, xe, 28] flo, w2, 23, 24]
xy  flao] | flwo, @3]  flwe, x3,24]

w3 flzs] | flos, w4

vy flrd]



f(z)

TABLE 3 — Données d’interpolation de ’exemple 2

En générale,

f[$i+1, Tid2y vy 90¢+j] - f[xi» Tidls - 90¢+j—1]

.y {EH_J’] = .
Titj — T4

flxi, iy, -

Exemple : Calculer la table des différences divisées pour les valeurs de la fonction, voir la table
3. Dans ce cas, la table des différences divisées est

3 1 | flro,z1]  fleo, @1, @2]  flwo,x1, 22, 23] flwo, x1, 22, 3, 4]
1 =3 fler, 2] flei,zo, 3] flor, @2, 23, 4]
5 2 | flro,xs]  floo, xs, 24)
6 4
Ou
~ fler) = flwo)  —-3-1
f[CEval]_ 1 — 2o = 1-3 =2
faw) - f) _2-(-3) 5
flar @] = To — T - 5—-1 4
_ flas) = flwa)  4-2
f[CEQ,CEg]— T3 — g —6_5—2
alors
B} - ) 5 2 3
f[l'Oal'laZ?] = f[CU1 x;j — i([]xo x1] = ;_ 1 = —g
9 - 9 2— 5 3
flr1, 2, 3] = fle x;j’ _2901 @] _ 6—11 =25
o 3 3
f[$0,$1,2172,:173] _ f[x17x27a;i1 : i([]anwlaa?Z] _ 2_06__(;§) _ 4_70

La table 7?7 des différences divisées est alors

3 11]2 -2 =L
5 38 40

5 2 |2

6 4

Le polyndéme de 'interpolation polynomiale de Newton est donnée comme :

7

E(I = 3)(x —1)(z —5).

p(m)=1+2(x—3)—%(x—3)(m—1)+

10



o €00 co1 Co2 €03 Com—1 Com
1 €10 c11 C12 €13 -+ Clp-1
T2 €20 C21 Co2  C23 :

In—1 Cn—1,0 | Cn—1,1
Tn Cno

TABLE 4 — Table de I'algorithme d’interpolation de Newton

Algorithme des différences divisées :
Un algorithme pour calculer les éléments de la table des différences divisées peut étre tres efficace.
Considérons la table 4, ou

Cij = f[.%, Lid1y ooy JJH_]‘].

On peut avoir I'algorithme suivant pour calculer les coeflicients ¢;;

pour j =1 a n faire

pour i =0 an — j faire

cij < (Cip1,j-1 — Cij—1)/(@irj — i)

fin faire

fin faire

Dans cet algorithme, les nombres ¢;g sont les valeurs de la fonction f aux points x;. Celles-ci sont
aussi les valeurs qu’aura le polyndéme d’interpolation & ces points. Le polynéme d’interpolation
est

n i—1
p(x) = Zcm H(a: —xj).
=0 j=0

Si lalgorithme des différences divisées est utilisé pour calculer seulement les coefficients de I'in-
terpolation polynoémiale de Newton, alors un autre algorithme pourrait étre congu qui utiliser
moins de mémoire de stockage. L’algorithme est : pour ¢ = 0 & n faire

di < f(;)

fin faire

pour j =1 a n faire

pour i =n a j pas —1 faire

dj = (di — di1)/ (@i — @i—;)

fin faire

fin faire

Ainsi, le vecteur d contient les coefficients du polynéme :

p(@) =S [[ ).
i=0 =0

0.3 Interpolation spline

Une fonction spline est constituée de morceaux de polyndme sur des sous-intervalles liés
ensemble avec certaines conditions de continuité. Formellement, supposons que n + 1 points
to, t1, ..., t, ont été spécifiés et satisfont la condition tg < t1 < ... < t,. Ces points sont appelés
neeuds. Supposons qu’un entier k£ > 0 a été prescrit. Une fonction de dégrée k ayant les nceuds
to, t1, ..., tn est une fonction S telle que :

11
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FIGURE 2 — Une spline de dégrée 1

1. Sur chaque intervalle [t;_1, #;[, S est un polynéme de dégrée plus petit ou égale & k.
2. S a une (k — 1)iéme dérivée continue dans [to, t,].
Ainsi, S est un polynéme continu par morceaux de dégrée au plus k ayant des dérivées continues

de tous les ordres jusqu’'a k — 1. Les fonctions splines ou juste les splines de dégrée 0 sont

constantes par morceaux. Une spline de dégrée 0 peut étre donnée d’une maniére explicite sous
la forme :

So(SC) =y T € [to, tl[
Sl(:c):cl T € [tl,tz[
S(xz) = . .
Sn—l(x). = Cn-1 S [tn.—la tn]

Les intervalles [t;_1, t;[ ne se coupent pas. Une spline typique de dégrée 0 est montrée par la
figure 1. La figure 2 montre le graphe d’une fonction spline typique de dégrée 1 avec neuf noeuds.
Une telle fonction peut étre définie comme suit :

So(x) = apx + by xr € [to, tl[
Sl(x):alx—I—bl xr € [tl,tg[

S(x) =
Sn—l(x) =an 17 +bp1 S [tn—la tn]

Si les noeuds t; et les coefficients a; et b; sont tous donnés, alors la valeur de S a x est obtenue
en identifiant e premier le sous-intervalle [t;, ¢;41[ qui contient x. La spline peut étre définie
sur toute la ligne réelle. Dans notre cas, on peut utiliser agz + by sur lintervalle | — oo, t1]

12
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TABLE 5 — Données d’interpolation de la spline cubique

et ap—1¢ + by—1 sur Uintervalle [t,—1, co[. La fonction S est continue et alors les polynomes
par morceaux concordent aux nceuds, c’est a dire, S;(t;+1) = Si+1(ti+1). Un pseudo-code pour
évaluer la spline S(x) est :

Entrer ¢;, a;, b;, ©, n

pour i =1 an — 1 faire

si x < t; alors

S(x) = ai—1x + bi—1

sortir S(x)

fin boucle

fin si

fin faire

S(ZL) = Qp-1T + bn—l

sortir S(x)

On est intéresse par la spline cubique (k = 3) car elle est le plus souvent utilisée en pratique.
Pour cela, supposons qu’on a la table 5. et qu’une spline cubique S doit étre construite pour
linterpolation des données de la table 5. Sur chaque intervalle [zg, 1], [x1, x2], ..., [Tn_1, Tnl,
S est donnée par un polynéme cubique différent. Prenons S; le polyndéme cubique qui représente

So(x) x € [zo, x1]
S1(x T € [xy, x
S(e) = 1F ) 6[.1 2]
Sn—1(z) x € [Tn_1, Tn)

Les polynémes S;_1 et S; interpolent la méme valeur au point x; et ainsi

Si—1(x;) = y; = Si(x;), pour 1<i<n-—1.

0.4 Splines cubiques

Dans cette approche, 'intervalle d’interpolation est divisé en un ensemble de sous-intervalles
et un polynéme d’interpolation différent est construit sur chaque sous-intervalle. Celle-ci est
appelée 'interpolation polynoémiale par morceaux. L’approximation ou l'interpolation polyno-
miale par morceaux la plus connue est celle qui utilise des polynémes cubiques entre paires de
nceuds conséeutifs et est appelée interpolation spline cubique. En générale, un polynéme cubique
a quatre constantes, alors il y’a suffisamment de flexibilité dans la procédure de la spline cubique
pour assurer que le polynéme d’interpolation est non seulement continuellement dérivable, mais
a aussi une dérivée du seconde ordre continue.

Définition 0.6 Etant donnée une fonction f définie sur Uintervalle [a, b] et un ensemble de
neuds a =xg < 11 < 22 < ... < Tp_1 < xTp = b, un interpolant spline cubique S pour f est une
fonction qui satisfait les conditions suivantes :
1. S(x) est un polynome cubique, dénoté par Sj(x) sur le sous-intervalle [x;, xj+1] pour
chaque 0 < j <n —1;
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Sj(xj) = f(x;) et Sj(xjr1) = f(xj41) pour chaque 0 < j <n —1;
Sit1(zjg1) = Sj(xjp1) pour chaque 0 < j <mn —1; (impliqué par (2))

Sit1(zjt1) = Sj(jt1) pour chaque 0 < j <n — 1;

Si+1(zj+1) = Sj(xj41) pour chaque 0 < j <n —1;

Un des ensembles suivants des conditions limites est satisfait :

(a) S(xo) = S(zn) =0 (limites libres ou naturelles) ;
(b) S(x0) = f(xo) et S(xn) = fxy) (limites fizes ou serrées).

Une spline naturelle n’a pas de conditions imposées pour la direction a ses points extrémes, alors
la courbe prend la forme d’une ligne droite aprés son passage a travers les points d’interpolation
les plus proches des points extrémes. C’est a dire, quand les conditions limites libres sont utilisées,
la spline est appelée spline naturelle.

Construction d’une spline cubique

Une spline définie sur un intervalle qui est divisé en n sous-intervalles exige 'obtention de 4n
constantes. Pour construire la spline cubique S pour une fonction f donnée, les conditions de la
définition sont appliquées aux polynémes cubiques :

Si(x) = aj +bj(x — a;) + ¢j(x — ;)% + dj(x — 2;)°,

pour chaque 0 < j < n — 1. Puisque S;{x;) = f(x;) = a;, la condition (3) peut étre appliquée
pour obtenir

ajr1 = Sit1(jr1) = Sj(@j41) = aj + bj (w41 — x;) + ¢j(@j41 — 27)° + dj(2j1 — x;)°,

pour chaque 0 < j <mn — 2. Prenons h; = 241 — x; pour chaque 0 < j <n—1,et a, = f(zn),
alors on obtient
aj+1 = a; +bjh; + th? + djh?, (0.1)

pour chaque 0 < j < n — 1. D’une maniére similaire, prenons b, = S (zp,) et remarquons que
Sj(@) = bj +2¢j(x — @) + 3d;(x — ;)
implique que S;(z;) = b;, pour chaque 0 < j <n — 1. La condition (4) de la définition donne
bj+1 = bj + 2¢;h; + 3d;h3, (0.2)

pour chaque 0 < j < n—1. Une autre relation entre les coefficients de S; est obtenue en définissant
¢, = S(zpn)/2 et appliquant la condition (5). Alors, pour chaque 0 < j <n—1

Cjt1 = ¢j + 3djh;. (0.3)

La valeur de d; obtenue de I’équation (0.1) et substituée dans les équations (0.2) et (0.3) pour
donner les équations

1
aj1 = aj +bjh; + 5(2¢; + ¢j+1)h3, (0.4)
et
bjr1 = b; + (¢ + ¢jy1)hy, (0.5)

pour chaque 0 < j < n—1. La derniere équation associant les coefficients est obtenue en résolvant
l’équation appropriée comme ’équation (0.4), premiérement pour b;, pour avoir

1 hj
bj = r(aj+1 —aj) = = (2¢ + cjp1), (0.6)
oy 3
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et puis, avec une réduction de l'indice, pour b;_;. Ceci donne

_ 1 . hj_l
- hj-] (a] a/] 1) 3

i1 (2¢j-1 +¢)),
Substituant ces deux derniéres expressions dans 1’équation (0.5), avec 'indice réduit par un,
donne le systéme linéaire d’équations

3

3
hj—1cj—1+2(hj—1 + hj)e; + hjcip = —(aj41 — aj) = -—
h; hj—1

(aj —aj—1), (0.7)
pour chaque 1 < j <n—1.

Spline naturelle

Dans ce cas, les conditions limites naturelles sont S(z¢) = 0 et S(x,) = 0. Ces derniéres implique
que ¢, = 0 et ¢, = 0 respectivement. L’équation (0.7) donne alors le systéme Az = b ot la matrice
Am+1)x(n+1)est

1 0 0 0 0 0
ho 2(ho + h1) h1 0 0 0
0 hy 2(h1 + h2) 0 0 0
A= : : : :
0 0 0 Q(hn_g + hn_g) hp_o 0
0 0 0 hp_o 2(hp—2 4+ hpn—1) hp_1
| 0 0 0 0 0 1]
et b et x sont les vecteurs
0 o
= (az — a1) — (a1 — a0) 21
b= : , et x= :
hf_l (an — Qn-1) — %(an_l —an —2) Cn—1
0 Cn,

Algorithme de la spline cubique naturelle :
Pour construire un interpolant spline cubique S pour la fonction f, définie aux points xg < x1 <
Ty < ... < Tp_q < Ty, et satisfaisant S(xg) = S(z,) = 0, on a les étapes suivantes :
— Entrée : xg, x1, T2, ..., Tn-1, Tn; ao = f(x0), a1 = f(x1), ..., an = f(xn).
— Sortie : aj, b;, ¢j, dj pour j=0,1,...,n—1
Remarquer que S(z) = Sj(z) = aj+bj(z—x;)+c;(z—z;)*+dj(z—z;)3 avecr; <az <z, .
— Etape 1 : Pouri=0,1,...,n—1, prendre h; = x;11 — ;.
— Etape 2 : Pouri=1,2,...,n— 1, prendre o; = %(ai_l,_] —a;) — %(ai —ai —1).
— Etape 3 : Prendre ¥g =1, g =0, 1o = 0.
— Etape 4 : Pouri =1,2, ..., n— 1, prendre ¢; = 2(.’L'7;+1 — 1'7:—1) —hi—1pi—1, p; = hi/’L?i,
vi = (o — hi—1vi—1)/9;.
— Etape 5 : Prendre 9,, = 1, v, =0, ¢, = 0.
— Etape 6 : Pour j =n—1,n—2, ..., 1,0, prendre ¢; = v; — it;¢j+1; bj = (aj41 —a;j)/hj —
hj(2¢; + ¢jv1)/3: dj = (¢cjt1 — ¢;)/3h;.
— Etape 7 : Afficher a;, b, ¢j, dj pour j =0, 1, ..
Spline serrée ou fixe
Si f est définie aux points a = xg < 1 < T2 < ... < Tp_1 < Tn = b, et dérivable a a et b,, alors

., n— 1. Stop.
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f a un interpolant spline cubique fixe unique S aux noeuds zg, 1, ..., Tp—1, Tn, satisfaisant les

conditions limites fixes S’(a) = S(z0) = f(a) et S(z,) = S(b) = f(b). )
Puisque f(a) = S(a) = S(zo) = bo, 'équation (0.7) avec j = 0 implique f(a) = hin(al —ag) —
B0 (2¢q + ¢1). Par conséquent,
3 .
2hoco + hoc1 = E(al — ao) — 3f((l)

D’une maniere similaire,

f(b) =bp =bp—1+ hn—l(cn—l + Cn),

alors équation (0.5) avec j =n — 1 implique que

: 1 R
f(b) = By (an - an—l) Sl (2cn—1 + Cn) + hn(cn—l + Cn)
1 o
= n | (a/n - an—l) + n_l(cn—l + 2011,)7

et
hn—1cp—1+ 2hp_1cn = 3f(b) -

Les équations (0.7) avec
3 .
2hoco + hoc1 = %(al —ao) — 3f(a),

et
3

hn—l

hn—lcn—l + th—lcn - 3f(b) (a/n - a/n—l)

déterminent le systeéme linéaire Az = b, ol la matrice A (n+ 1) x (n+ 1) est

[ 2hg ho 0 0 0 0
ho 2(h0 + hl) hy 0 0 0
0 hi 2(h1 + he) 0 0 0
A= : : : : : :
0 0 0 2(hp—3 + hn—2) hp_o 0
0 0 0 hn—Z 2(hn—2 + hn—l) hn—l
| O 0 0 0 hp—1 2hn—1 |
et b et x sont les vecteurs
(a1 — ag) — 3f(a) co
,f’—l(az—al)—%(al—QO) ¢
b= : , et x=
hil (an - Gp—1) — — (ap—1—an —2) Cn1
3f(b) - %(an - an_l) Cn

Algorithme de la spline cubique fixe :
Pour construire un interpolant spline cubique S pour la fonction f, définie aux points xy <
] < Ty < ... < Tp_y < Tp, et satisfaisant S(xg) = f(xo) et S(zn) = f(z,). , on a les étapes
suivantes :
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— Entrée: o, 1, T2, ..., Tn-1, Tn; ao = f(x0), a1 = f(x1), ..., an = f(2n); Xo = f(20), Mn

— Sortie : aj, bj, ¢j, dj pour j =0,1,...,n—1
Remarquer que S(z) = Sj(x) = aj+b;j(x—z;)+cj(w—x;)*+dj(z—w;)® avecr; <z < .
— FEtape 1 : Pouri=0,1, ..., n—1, prendre h; = x;11 — ;.

— Etape 2 : Prendre ag = h%(al —ap) — 3N et an =3\, — %(an —p-1)-

— Etape 3 :Pouri=1,2,...,n—1, prendre o; = }%(aiﬂ —a;) — %(ai —ai—1).

— Etape 4 : Prendre ¥ = 2hg, po = 0.5, v = ap/Jo.

— Etape 5 : Pouri=1,2,..., n—1, prendre ¥; = 2(wj41 — Xi—1) — hi—1fti—1, i = hi/94,
vi = (0 — hi—1vi-1)/0;.

— Etape 6 : Prendre ¥, = hy—1(2 — pin—1), vn = (@ — h_1Vn—1)/On, Cn = n.

— Etape 7:Pour j=n—1,n—-2, ..., 1,0, prendre ¢; = v; — it;¢j+1; bj = (aj41 —a;j)/hj —
hj(2¢; + ¢j+1)/3; dj = (¢j41 — ¢;)/3h;.

— Etape 8 : Afficher a;, b;, ¢j, dj pour j =0, 1, ..., n— 1. Stop.

0.5 Intégration et dérivée numériques

0.5.1 Intégration numérique

Supposons qu’on veut déterminer ou développer une regle d’approximation pour l'intégrale
f: f(x)dx, pour cela, prenons xg =a, 1 =b, et h =121 — 29 =b — a.
1. Regle trapézoidale : Prenons zg = a, 1 = b, et h = 1 — 9 = b — a, et le polyndme
linéaire de Lagrange pi(x) = %f(wo) + Z=20) £(41). On a

/  fla)da =

2. Regle de Simpson : est le résultat de 'intégration de Lagrange seconde polyndéme

3

(F(zo) + fl1) — 5 f(©) oh & elro, al

| >

(x — z0)(x — 21)
2(xg — xo) (22 — 1)

(x — @) (2 — w9)

(x — z0)(x — x2) (
To — a71)($0 - a72)

(z1 — o) (o0 — 72)

xo)+

%1)4‘

p2(z) = ( f(x2)

sur [a, b] avec des nceuds également espacés xg = a, x2 = b, et x1 = a+houh = (b—a)/2.
Voir la figure 3. Ainsi,

b 20 (x—x)(x—2 Tz —x0)(x— 2
[ e = [ )y )

Ty — :cl)(xo — 2172) (551 — 5170)(51700 - 5172)
(r — x0) (2 — 1)
(22 — o) (x2 — 1)

Pour inclure des termes d’ordres élevés f est développée en polynéme de Taylor de troi-
sitme ordre autour de par exemple x1. Alors, pour chaque z € [zg, 2], un nombre
&(x) €]xo, xo| existe avec

Fla) = ) + flen)e =) + 3 Fan) @ — o) + 5 F o) - m)?
1

+ 5 f @) @ — o)t
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FIGURE 4 — Regle composée de Simpson.

Remarquer que o f:oz FO(E(@)(z—21)4dr = 1h5 f @ (€1)(x—21)°|22, pour un certain nombre & €
|xo, o[ Mais, h = x5 — 1 = @1 — Tp, et

T2 h3 . h5
/ f(z)dz = 2hf(z1) + ?f(xl) + @f“)(&)
3 2 5
= onfan) + 5 {5 e — 27(00) + slaa)] - 5706 b+ 55060

D’ou o - h h5 "
[ fta)dn = 3 (flao) + 4f@0) + fla)] - 5o £ 06,

Reégle composée de Simpson :
Si lintervalle d’intégration [a, b] est trés large, on choisi un entier pair n. On divise l'intervalle

[a, b] en sous-intervalles et applique la régle de Simpson sur chaque consécutive paire de sous-
intervalles. Voir la figure 4. Avec h = (b — a)/n et x; = a + jh, pour chaque 0 < j < n, on
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n/2 T2 2
/ x)dr = Z/ (0.8)
n/2 o
-5 { (a2j-2) + Af{ngon) + flan)] - V€0 (09)
avec Toj_2 < & < x9;. Utilisant le fait que pour chaque j = 1,2, ..., (n/2) — 1 on a f(x2;)

apparaissant dans le terme correspondant a l'intervalle [zg;_2, x2;] et aussi dans le terme cor-
respondant & l'intervalle [z2;, x2j+2], on peut réduire cette somme a

b n (n/2)— (n/2) B5 (n/2)
/f(ff)dffzg Fao) +2 Z Flasy) +4 > fwaj1) + flan) ——Zﬂ‘* (&)-
a j=1 j=1

Algorithme de la régle composée de Simpson :

On veut déterminer 'approximation de l'intégrale I = f: fz)dx
— Entrée : les points extrémes a, b; un entier positif pair n.
— Sortie : Papproximation X1 a I.
— FEtape 1 : Prendre h = (b — a)/n.
— Etape 2 : Prendre

X10 = f(a) + f(b);
XI1=0 (somme de f(z2;-1)
XI12=0 (somme de f(x2;).
— Etape 3 : Pouri=1,...,n—1 faire
1. Prendre X = a +th

2. Si i est pair, prendre X12 = X12 + f(X),
autrement prendre XJ71 = X711+ f(X).

— FEtape 4 : Prendre XTI =hx (XI0+2+ XI2+4x XI1)/3.
— Etape 5 : Sortie X I; Stop.

0.5.2 Equations d’ordres élevés et systéme d’équations différentielles

Supposons que le systeme d’ordre m du probléme de valeur initiale a la forme :

dyl
df - jl(t Y1, Y2, vy ym)
dyz
df fQ(t Y1, Y25 vy ym>7 (010)
dy :
d—;n = f’m(tv Y1, Y2, - -+, ym)7
pour a < t < b, avec les conditions initiales
Y1 = a1, Y2 = 02, ..., Yn = Q. (011>
L’objectif est de trouver m fonctions y1, 2, ..., ¥m qui satisfont chacune des équations différen-

tielles avec toutes les conditions initiales.
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Définition 0.7 La fonction f(t, y1, Y2, -- -, Ym) définie sur ’ensemble
D={(t,y1, Y2, -+, Yym)|a <t < b, et —oco<y; <oo, pouri=1,2,..., m},

satisfait une condition de Lipschitz sur D avec les variables yi, ys, ..., Ym, I une constante
L > 0 existe avec

|f(t7 Y1, Y2, -+, ym) - f(tv 21y B2y - vy Zm)l § LZ |yJ - Z]lv (012)
j=1

pour tout (t, y1, Y2, -+, Ym) €t (t, 21, 22, ..., 2m) dans D.
Théoréme 0.8 Supposons que
D={{t,y1,y2, -, ym)|a <t <b, et —co<y; <oo, pouri=1,2,..., m},

et prenons fi(t, y1, Y2, -+, Ym), pour ¢ = 1,2, ..., m des fonctions continues satisfaisant une
condition de Lipschitz sur D avec une constant de Lipschitz L. Le systéme du premier ordre
différentielles équations (0.10) sujette aux conditions initiales (0.11), a une solution unique
Y15 Y25 oo s Ym, pour a <t < b.

Prenons un entier N > 0 h = (b—a)/N tel que t; = a+ jh. La notation w;; pour j =0, 1, ..., N
et i = 1,2, ..., m lapproximation de y;(t;). Cest a dire, w;; est I'approximation de la 1®™¢
solution y(t) de I'équation (0.10) au j¥™¢ point ¢;. Pour les conditions initiales,

Wi = A1, W20 = Q2 « ..y Win,0 = Q- (0.13)

Méthode du quatriéme ordre de runge-Kutta pour les systémes d’équations diffé-
rentielles
Pour déterminer la solution du systéme d’ordre m du probléme du premier ordre initiale valeur

y] = f](t7 Y1, Y2, -+, ym)v a S t § b7 avec yY; = &y,
pour j =1,2, ..., maux N + 1 points également espacés sur l'intervalle [a, b] :
— Entrée : les points extrémes; le nombre d’équations m; I'entier N; les conditions initiales
A1, A9y v ovy Oy

— Sortie : Les approximations w; a y;(¢) aux N + 1 valeurs de ¢.
— FEtape 1 : Prendre h = (b —a)/N; et t = a.

— Etape 2 : Pour j =1, 2, ..., m prendre w; = «;.

— Etape 3 : Afficher (¢, wy, wa, ..., Wm).

— FEtape 4 : Pouri =1, 2, ..., N faire (étapes 5-11.)

— Etape 5 : Pour j =1, 2, ..., m prendre k1 ; = hf;(t, w1, wa, ..., wp).

— ]?tapeG :Pourj=1,2,..., mprendre ky ; = hfj(t"—%, wl—l—%kl,l, wg—l—%kl,g, ey Wyt
5k1,m)-

— ]f)tape? :Pourj =1,2,..., mprendre k3 ; = hfj(t—i—%, U}l—l-%k‘g’l, U}Q—F%kgyg, ey Wi+
5kom)-

— Etape8:Pourj =1, 2, ..., mprendre ks ; = hfj(t+h, wi+ks1, wa+ksz, ..., W+
k3.m)-

— Etape 9 : Pour j =1, 2, ..., m prendre w; = w; + (k1,; + 2ka,j + 2k3 ; + ka,;)/6.
— Etape 10 : Prendre t = a + ih.
— Etape 11 : Afficher (¢, wy, wa, ..., wy,). fin faire

— Etape 12 : Stop.
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0.5.3 Zéros de polynomes et la méthode de Muller
Un polynéme de dégrée n a la forme
p(z) = apa™ + an—12""' + - + a1z + ao.
Ot les a;s sont appelés les coefficients de p(x), sont constants et a,, # 0.

Théoréme 0.9 (Théoréme fondamental d’algébre : ) Si p(x) est un polynome de dégrée n > 1
avec des coefficients réels ou complezes, alors p(x) = 0 a au moins une racine (il est possible
qu’elle soit complexe).

Corollaire 0.10 Si p(z) est un polynome de dégrée n > 1 avec des coefficients réels ou com-
plexes, alors il existe des constants uniques x1, X2, ..., Tk, il est possible qu’ils soient compleze
et des entiers positifs uniques my, ma, ..., mg, telle que Y ., m; =n et

p(a) = an(z —a1)™ (x — 22)™ - (& — 2p)™.
Corollaire 0.11 Prenons p(z) et q(x) deuzx polynémes de dégrée au plus n. Si x1, X2, ..., Tk,

avec k > n, sont des nombres distincts avec p(x;) = q(x;) pouri =1, 2, ..., k, alors p(z) = q(z)
pour toutes les valeurs de x.
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